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Qn intro&At dans cet article la notion e f;t”rmeturc i-g6nkaatrice. &es fermetures 
kg6niratric~s d’une fonction booknne admettent POLU SQUS fonctions les fermetures in- 
&$endantts de cette fon;tion, Elles constituent un outil ~~t~c~li~rerne~t bienadapt6 
i ia r&xWion de certakns problimes d’algibre de Boole. On dclnne: par exemple quelques 
applications i i’itude et & la carxtkris~tion des fonetions booJiennes pcrmutantes. 
trouvera dans f 2 1 ou [ 31 les d6finitisns et pro 
ous nous contentons ici de rappeler celles qui sont 
suite du texR et be yrdciser cwtaines notations. 
ximaux de la llbnction constitue fra thxw principcle corn- 
ue pmtirl~e. ‘soi t (A, } me partilion de: knsembte de 
0, ), on appelle forme eanonique paiftielle de 
rt j Ia vtrriabk gih~ralc A tottfe expression @de ii 
zi (?; signifiant Q C.N ti’)r d$:s variabiles de A 
toutes les configurations dtt J4, chaquc 
ion. Une function 
Gi) n’y figure SOUS la forme 
Ia function est dite in- 
en existe une expression quelcoraque oil lcs variables 
l ww fonction bool6enne. Etant donnk une fonction 
dew sous eusembles dct X tels que Y n 2 = $3 et Y u 2 = X, 
f(X) toute fonction de Za forme 
valeur des variab 
081 a~ppellera sur-fonclion d2432e foraction hoo1Penne f(X) 
fl ~~~~~e~~~e X, Y) admet ant f(X) comme sow-fonction 
i g dire yu’i existe au mains une valetur Y, de Y telle 
. 
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d’une hnction f( 13) conme la plus grande hction indkpendante de 
A inkkieure Q%4, B) yue I’on note i,f’(A, 13). On met alors simpkment 
en khdence les propriM% suivantes. 
ropasition 1. 
arid 2ZAo f(A", 13) reprii~ente la somme &endue ii toutes 84s wl~ws A0 de 
A deBA, B). 
Propasition 1.2. ~[fbM?+g(A. ,] = bf(,¶, B) + & g(A, B). 
Proposition 1.3, c [ f(A, B) l g(A, B)] < L f(A, B) * G &A, B) l 
Proposition f .4. (c f )' = id f ‘. 
Proposition 1.5. ii gf(A, B, Cl = $ gf(A, El, CT’), oti (A, B, C} est me 
partition de X. 
emarques ( I ) Si A C B alors Lf< GJ 
(2) On obtient par dualit des proprZt& sirnilaires pouri_. 
otathn. A un ensemble A n = {q, ., . , an) de n variables book?enrtes, on 
associe un nouvel ensemble de ta va iables booEennes not6 
C&l,) = {q, .*ti, CA, ) pour lesqueks on a fix6 uns3: correspondance 
(celle des indices par exemple) avec: les variables de 
ie, qui ii ,f associe g, est ime 
ent isotone:. ontrons qu’trfle 
z . )I [ 
. 
_I )I f 
c . 
i,a samm;tFi<In ne v;i porter que SW 1~s Fermes non nuk soit cwx pour 
Irsquels B = A t?t E’on trouvu 
otation. On notera cette krrneture &). 
our cola montrons Ique pour chaque A, 
(I) [St”(A)]’ i,f;X, Cydl G I,,,) f-m 
Si cette in&alit6 est ~&G&z les termes en -M_ 
de la d&finition de I,iv, a(Y)) pourront etre supprimks cnnmme 
mu~tipks des termes en , a( I’)) d’oti le rkultat. 
our montrer I’inCgalitk ( 1) calculons le produit 
I_- 
f 13’ ii,fc (I’))) - Incy,f( 
= 6 )I 
. . 
- I?)] ‘ est la sommet des monijmes 
xemple 2.1). 
est le $velo iel en 
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admet pow sous-foncths en 
tes des sow-ensmbtes de 
eratrice er;~ Y de fi 
ra appeiee ferrne We :Upkrieure i- 
nir aussi ii pa**tir de Sz( ,“, uric +rmetu;e sEo&-ieu w-..- 
suite on dira qw -_y 
par suite 
si son compare avec ( ), on aura done 
u n(Y))’ =l!&ig-J l 
On pounait dMnir e faq3n iwiiogue (.I,,,b’ comme &tant la l’ernxture 
compk!mentaire de Incv) et I’on aurait 
--.- 
(1,o.g’ = WY): ’ 
ar dualit on va retrauver our Ia(Y) les uales des proposit.ions 
valables pcrur I,, r). e, la proposition 2.6 devient par duali 
(I’)) s’obtiendra ;i partir de la base principale 
en ~wmpla~ant simplement les variabl&& de Y 
C) = cz’bc +- b’c’ -+ a,b’. Ayant ta base prineipale wm- 
tiera~ drrectement 
stxa appelkk fwmeturft inf@rieure 
ui admet pour sowfonctilons en 
dantes des sous-ensembles de Y 
aortas ant kt6 introduites par Frakse [ 1 lb 
de mtime que celle des quan- 
pas ainsi en g4hkal pour la permuta- 
“S 
e alla1 aun a$su u 
itisn ghkalise trks simplement la proposition p 1 1 de 
rot ah-s i-tablir lta czacthisation des fonctiolls permutantes 
. Pour qu’ww fonction f(X) soit permutante il fatlt et il’ 
toute partition {A, B) de X, m ait 
j = ‘B hf(A, B) . 
rvkessaillie. Montrons qu’elle est suffisante. 
ction non permutante. II existe alors Q(X) et une pcrrw- 
remiers entiers t&s que 
GJliY? sunt des constantes puisque Q Porte SUT 
que qx = 5 dans 
k-is la proposition 3.2, 
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On a done une partition de er! A et B telle que 
6 iA f(X) St iA Gff - 
Par suite, on oGtient trh simplement cette ;iwvelle calxtfhisation. 
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Propositian 3.4. Une condr’tion mkesscrire et suff~sante pow ~u’une few 
tion f (Xi ssit permtctanti? est qt4e 
En effet, b taute valeur 57;%Y) de S&X) on peut associer une partition 
{A, B} de X telle que B soit l’ensemble des .x de X tels que w, = 0 dans 
no(X) et A I’ensemble dcsx de X te s que a, = 1 dans InO( 
Inversement, i tsute partition (A B) de X on peut associer une 
valeur &P(X) suivant la meme wrre 
D’aprh la propositha 2.6, 
Ecrirc: que la proprih? est vraie pour toute partition de X, revient 
j, wrire qu’elk est vraie pour tsute wrleur de SF(X) et inversement. 
Autre forme de Zu condition de Ia propasition 3.4, L’6galit6 
(3 
peut 
(6) 
En effet, 
obterr;ue sous for 
directenwnt dans la base principak cornpI& def( 
er une nouvelle fonction 
) sera obtenue en rem 
rirslcipale f “( 
ire et suFfisante devient done 
en changeant 
0 
en. 
ctio ~rmutante. 
En effet, pc~tr obtenir la condition rie cara&risation 
on change .x *et en id,. ar bt.4iti.t x 2t x’ joutlnt Je mitmc r6le. t’khange 
de x en A-’ consew la validitt; de la caractkrisation. 
opositbn 3.8. Ss’f est permutmte aloes f * est peamutante. 
3.9. Si f est pemutante f’ est permutante. 
Cette prolxxition est la ~ons&luence directs des deux ~r&x!den tcs. 
ositis 3.10. Toute fonctim onoSone :P permutante. 
Ea effet, on est ators assur6 que la condition 
_k%w!~) = I_?%&! 
est vM’i& puisque pour pasxr de f( 
ment x cw x’ par u,. 
jj on remplace seule- 
de f tous les monbmes antagonistes disparaissent 
d&,montrk [4] que ‘toute fonction antagosk 
cus donnons ici une nouvelle demonstration 
dhons fix, x) don&e cd sa base principale complkte 
.Y, A? )I al monotone 1 
t iigaie au pr#Dduit 3~3s comoni>mes duaux des monbmes 
on effectue ie pzoduit de ces comonbmes on obtient, 
tip!: s, ta base prhipale compkte de [7(X, x)]‘. 
~~~~l~ an remplar=e Y par X’ on obtient ta base principale 
) tjes monijn3es antagonistes donnant alors 0). 
- j est la somme des monemes gon antagonistes de 
6mes antagonistes disparaisscnt dans la pseudo-duale par 
aura done I%galitk Inversement les fonctions [fcX, x)]* 
t monotones* 013 n’aura 1’6gaM que si Ies monbmes 
~araiss~nt par absorption. 
us avons vu que f est permutante si et seulement si 
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base principalc de f’c X) puis, en rempkqant x et % par w, et en dwlisant 
I’expression obtenuc. On a done deux expressions alg6br:quen-w:: o gales. 
A 
(2) f’(SE(X)) =jQ2cx>, SE(X)). 
En effet. remplacer dano la base principafe compl6te de J ‘%j 2 par I+ 
est bien la mkme chose que remplacer dans uette meme baba x’ par ;;. 
puis de rcmplawr .Y et .-F par w,. 
(3) D’aprks Ie icmmu prEkknt.J’est antagskparable si tht s4ement 
si 
ce qui d’aprh ( 1) et G?) entraine nkcessairement 
A 
i condition kcessaire e4 suffisante pour que f soit permutwte. 
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